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5Úvod
Banachove priestory funkcií sú Banachove, teda úplné priestory merate©ných funkcií, v
ktorých je Banachova norma príslu²ne spojená s mierou daného merate©ného priestoru. Z
toho dôvodu sa táto problematika týka funkcionálnej analýzy ako aj teórie miery.
Lebesgueove priesory funkcií Lp (1 ≤ p ≤ ∞) patria medzi najznámej²ie a najviac
pouºívané, av²ak sú aj da©²ie triedy Banachových priestorov merate©ných funkcií, naprík-
lad Lorentzove priestory alebo Orliczove priestory, ktoré majú ²iroké vyuºitie. Pri ²túdiu
ich spolo£ných vlastností vzniká teória Banachových priestorov funkcií.
V prvej kapitole je podaná deﬁnícia Banachovej normy a Banachovho priestoru funkcií
spolu s ich základnými vlastnos´ami. V druhej kapitole je deﬁnovaná asociovaná Banachova
norma a jej príslu²ný asociovaný Banachov priestor, ako aj ich základné vlastnosti. V
tretej kapitole deﬁnujeme absolútnu spojitos´ normy v Banachových priestoroch funkcií
a sú uvedené základné vety o funkciách s absolútne spojitou normou. vtrtá kapitola je
ur£ená Lebesgueovým priestorom braným ako Banachove priestory funkcií a absolútnej
spojitosti normy v týchto priestoroch. V piatej kapitole sú deﬁnované rôzne Banachove
normy a odvodené k nim príslu²né Banachove priestory funkcií, ich podpriestory s absolútne
spojitou normou, podpriestory Xb a ich asociované priestory.
61. Banachove priestory funkcií
(R, µ) bu¤ merate©ný priestor so σ-kone£nou Radonovou mierou µ. M+ bu¤ kuºe©
µ-merate©ných funkcí s oborom hodnôt v [0,∞]. Charakteristickú funkciu µ-merate©nej
podmnoºiny E v R budeme zna£i´ χE a mnoºinu bodov x ∈ R pre ktoré platí f(x) > c
budeme zna£i´ [f > c]. Uve¤me najprv deﬁníciu normy lineárneho priestoru pred deﬁní-
ciou Banachovej normy.
Deﬁnícia 1.1. Bu¤ X lineárny priestor. Zobrazenie ‖.‖ : X → [0,∞) sa nazýva norma
na X, ak pre v²etky x, y ∈ X a v²etky α ∈ R sú splnené nasledujúce podmienky:
i) ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0
ii) ‖αx‖ = |α|‖x‖
iii) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (trojuholníková nerovnos´)
Priestor s normou (X, ‖.‖) sa nazýva normovaný lineárny priestor. Ak je priestor (X, ‖.‖)
úplný, nazýva sa Banachov priestor.
Deﬁnícia 1.2. Zobrazenie ρ :M+ → [0,∞] nazveme Banachovou normou, ak pre v²etky
f, g, fn, (n = 1, 2, 3, ...), leºiace vM+, pre v²etky kon²tanty α ≥ 0 a pre v²etky µ-merate©né
podmnoºiny E v R platia nasledujúce podmienky:
(P1) ρ(f) = 0 ⇔f = 0 µ− s.v.; ρ(αf ) = αρ(f);
ρ(f + g) ≤ρ(f) + ρ(g)
(P2) 0 ≤ g ≤ f µ− s.v. ⇒ρ(g) ≤ ρ(f )
(P3) 0 ≤ fn ↗ f µ− s.v. ⇒ ρ(fn)↗ ρ(f)
(P4) µ(E) <∞ ⇒ρ(χE) <∞
(P5) µ(E) <∞⇒ ´
E
fdµ ≤ CEρ(f)
pre nejakú kon²tantu CE, 0 < CE <∞, závislú od E a ρ, ale nezávislú od f .
Existujú aj iné deﬁnície Banachovej normy ako aj Banachovho priestoru funkcií so slab²í-
mi podmienkami. My sa v²ak budeme drºa´ práve danej deﬁnície Banachovej normy, ako
aj Banachovho priestoru funkcií deﬁnovaného ¤alej.
Jedny z najjednoduch²ích príkladov Banachových priestorov funkcií sú priestory spojené
s Lebesgueovými priestormi Lp (1 ≤ p ≤ ∞). Pre f ∈M+ poloºme
7ρp(f ) =

( ´
R
fp dµ
)1/p
(1 ≤ p <∞)
ess supR f (p =∞)
kde ess sup Rf = inf{c > 0, µ[f > c] = 0}.
Veta 1.3. Lebesgueove funkcionály ρp (1 ≤ p ≤ ∞) sú Banachove normy naM+.
Dôkaz. Trojuholníková nerovnos´ pre ρp je klasická Minkowského nerovnos´. Zvy²né £asti
(P1) sú zrejmé, podobne ako vlastnosti (P2) a (P4) (z vlastností Lebesgueovho integrálu).
Vlastnos´ (P3) vyplýva z Leviho vety o monotónnej konvergencií ([2], Veta 18.25.) a
vlastnos´ (P5) z Hölderovej nerovnosti: ak 1 < p <∞ a 1
p
+ 1
q
= 1, potom
ˆ
E
f dµ =
ˆ
R
f χEdµ ≤
( ˆ
R
fpdµ
) 1
p
( ˆ
R
χqEdµ
) 1
q
= CEρ(f)
kde CE = µ(E)
1
q . Pre p = 1 a p =∞ je vlastnost (P5) zrejmá. 
NechM zna£í v²etky µ-merate©né funkcie reálnej premennej na R aM0 triedu funkcií
leºiacich vM, ktoré sú kone£né µ-skoro v²ade. Ako je zvykom, kaºdé dve funkcie rovna-
júce sa µ-skoro v²ade budeme ztotoº¬ova´. Vektorové operácie naM0 sú dobre deﬁnované
prirodzeným spôsobom (av²ak nie na celom M kde funkcie môºu nadobúda´ nekone£né
hodnoty na mnoºinách kladnej miery). Ukáºme, ºeM0 je metrizovate©ný priestor.
Tvrdenie. Nech
(
Sn
)∞
n=1
je postupnos´ disjunktných mnoºín v priestore s mierou (R, µ),
kaºdá kone£nej miery a
⋃∞
n=1 Sn = R. Pre kaºdé f, g ∈M0(R, µ) poloºme
d(f, g) =
∞∑
n=1
2−n
1
µ(Sn)
ˆ
Sn
|f − g|
1 + |f − g|dµ.
Potom (M0, d) je metrický priestor.
8Dôkaz. Aby sme ukázali, ºe d(., .) je metrika, potrebujeme dokáza´: 
d(., .) :M0 → [0,∞)
1) d(f, g) = 0⇔ f = g
2) d(f, g) = d(g, f)
3) d(f, h) ≤ d(f, g) + d(g, h)
Je hne¤ vidie´, ºe d(., .) je nezáporná (v²etky £leny v sume sú kladné) a kone£ná:
f aj g sú kone£né µ− s.v., teda |f−g|
1+|f−g| < 1 z £oho
ˆ
Sn
|f − g|
1 + |f − g|dµ < µ(Sn) ⇒ d(f, g) <
∞∑
n=1
2−n <∞.
Vlastnosti 1) a 2) sú zrejmé. Pre vlastnos´ 3) ukáºme, ºe
d(f, h) =
∑∞
n=1 2
−n 1
µ(Sn)
´
R
|f−h|
1+|f−h|dµ ≤
≤∑∞n=1 2−n 1µ(Sn)
( ´
R
|f−g|
1+|f−g| +
|g−h|
1+|g−h|dµ
)
=
∑∞
n=1 2
−n 1
µ(Sn)
´
R
|f−g|
1+|f−g|dµ+
∑∞
n=1 2
−n 1
µ(Sn)
´
R
|g−h|
1+|g−h|dµ
= d(f, g) + d(g, h).
Prvá nerovnos´ platí, pretoºe
|f − h|
1 + |f − h| ≤
|f − g|
1 + |f − g| +
|g − h|
1 + |g − h|
po roznásobení sú£inom menovate©ov a upravení nerovnosti totiº dostaneme nerovnos´
|f − h| ≤ |f − g|+ |g − h|+ (2|f − g||g − h|),
ktorá platí z trojuholníkovej nerovnosti absolútnej hodnoty.
Deﬁnícia 1.4. Nech ρ je Banachova norma. Súbor X = X(ρ) funkcií f leºiacich v M,
pre ktoré platí ρ(|f |) <∞, nazveme Banachov priestor funkcií. Pre f ∈ X deﬁnujme
‖f‖X = ρ(|f |).
9Veta 1.5. Nech ρ je Banachova norma a X = {f ∈M; ρ(|f |) <∞}. Potom (X, ‖.‖X) je
normovaný lineárny priestor, obsahujúci mnoºinu µ-jednoduchých funkcií na R. Naviac,
X je spojito vnorite©ný do M0 a ak fn → f v X, potom fn → f v miere na mnoºinách
kone£nej miery a existuje vybraná podpostupnos´ konvergujúca k f bodovo µ-skoro v²ade.
Dôkaz. Z Deﬁnície 1.4. a vlastnosti Banachovej normy (P5) Deﬁnície 1.2. vyplýva, ºe
funkcie z X sú lokálne integrovate©né:
pre kaºdé x ∈ R existuje mnoºina kone£nej miery E tak, ºe x ∈ E a ´
E
fdµ <∞; naviac,
f je kone£ná µ− s.v. (zo σ-kone£nosti miery µ):
∃Ej ⊂ R, (j = 1, 2, 3, ...): µ(Ej) <∞ pre v²etky j = 1, 2, 3, ... a
⋃∞
j=1Ej = R. Potom ale
pre v²etky j = 1, 2, 3, ... platí
´
Ej
fdµ <∞ a z toho f <∞µ− s.v. na Ej (∀j = 1, 2, 3, ...)
⇒f <∞ µ− s.v.
Vektorové operácie sú preto dobre deﬁnované na X tak, ako na M0. alej dokáºeme,
ºe (X, ‖.‖X) je normovaný lineárny priestor:
pre f, g <∞µ− s.v. a pre α ∈ R chceme: f + g ∈ X a αf ∈ X;
‖f + g‖X = ρ(|f + g|) ≤ ρ(|f |+ |g|) ≤ ρ(|f |) + ρ(|g|) ≤ ‖f‖X + ‖g‖X
teda ‖f + g‖X <∞ a f + g ∈ X
‖αf‖X = ρ(|αf |) = ρ(|α||f |) = |α|ρ(|f |) = |α|‖f‖X , z £oho ‖αf‖X <∞ a αf ∈ X
Ukáºme, ºe ‖.‖X je norma, teda ºe platí:
‖.‖X : X → [0,∞)
1) ‖f‖X = 0⇔ f = 0 ..........platí z deﬁnície Banachovej normy (P1)
2) α ∈ R; ‖αf‖X = |α|‖f‖X ..........v dôkaze linearity
3) ‖f + g‖X ≤ ‖f‖X + ‖g‖X ..........v dôkaze linearity.
alej vidíme z vlastnosti (P4), ºe X obsahuje charakteristické funkcie v²etkých mnoºín
kone£nej miery, a teda z linearity osahuje aj v²etky µ-jednoduché funkcie. Zostáva dokáza´
spojitos´ vnorenia X doM0. Obidva tieto priestory sú metrizovate©né. Sta£í teda ukáza´,
ºe kaºdá konvergentná postupnos´ v X, konverguje aj vM0 (k tej istej limite). Predpok-
ladajme teda, ºe fn → f v X, teda ρ(|f − fn|) → 0 pre n → ∞. Vo©me ε > 0 a E bu¤
©ubovo©ná podmnoºina R kone£nej miery. Z vlastnosti Banachovej normy (P5):
µ{x ∈ E : |f(x)− fn(x)| > ε} ≤
´
R
1
ε
|f − fn|dµ
≤ 1
ε
CEρ(|f − fn|)
kde posledný výraz konverguje k nule pre n → ∞, ke¤ºe CE je nezávislé na n. Z toho
vidno, ºe fn → f v M0, resp. fn → f v miere na kaºdej mnoºine kone£nej miery.
Existenciu podpostupnosti konvergujúcej bodovo µ− s.v. dostaneme z Rieszovej vety ([3],
2.12., str.88). 
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Banachove priestory funkcií ktoré vzniknú z Banachových noriem ρp sú práve Lebesgueove
priestory funkcií Lp = Lp(R, µ):
‖f‖Lp =

( ´
R
|f |pdµ
)1/p
, (1 ≤ p <∞)
ess supR |f |, (p =∞)
Pre zvy²ok textu budeme uvaºova´ Lebesgueove priestory Lp ako Banachove priestory
funkcií ur£ené Banachovými normami ρp.
V ¤al²ej vete ukáºeme, ºe jeden z najdôleºitej²ích výsledkov Lp - teórie, Fatouovo lem-
ma, má prirodzenú analógiu v kaºdom Banachovom priestore funkcií. Fatouova vlastnos´
Banachovej normy (P3) je pre tento výsledok výrazne podstatná.
Lemma 1.6. Nech X = X(ρ) je Banachov priestor funkcií a nech fn ∈ X, (n = 1, 2, 3, ...).
i) Ak 0 ≤ fn ↗ f µ − s.v., potom bu¤ f /∈ X a ‖fn‖X ↗ ∞, alebo f ∈ X a ‖fn‖X ↗
‖f‖X .
ii) (Fatouovo lemma) Ak fn → f µ − s.v. a lim infn→∞ ‖fn‖X < ∞, potom f ∈ X a
‖f‖X ≤ lim inf n→∞‖fn‖X .
Dôkaz. Prvé tvrdenie je dôsledkom Deﬁnície 1.4. a Fatouovej vlastnosti (P3). Pre dôkaz
druhého tvrdenia deﬁnujme
hn(x) = inf m≥n|fm(x)| z £oho 0 ≤ hn ↗ |f | µ− s.v. Z vlastností (P2) a (P3):
ρ(|f |) = limn→∞ ρ(hn) ≤ limn→∞
(
infm≥n ρ(|f |)
)
= lim infn→∞ ‖f‖X <∞.
A ke¤ºe f je merate©ná (je bodovou limitou postupnosti merate©ných funkcií), predo²lý
výpo£et ukazuje, ºe f leºí v X a ‖f‖X ≤ lim infn→∞ ‖fn‖X . 
Fatouovo Lemma je k©ú£ové k úplnosti Banachových priestorov funkcií, ktorá je dôsled-
kom nasledujúcej vety.
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Veta 1.7. Nech X = X(ρ) je Banachov priestor funkcií a nech pre fn ∈ X (n = 1, 2, 3, ...)
platí
∞∑
n=1
‖fn‖X <∞.
Potom
∑∞
n=1 fn konverguje v X k funkcií f ∈ X a
‖f‖X ≤
∞∑
n=1
‖fn‖X .
Dôkaz. Nech t =
∑∞
n=1 |fn|, tN =
∑N
n=1 |fn|, (N = 1, 2, 3, ...), teda 0 ≤ tN ↗ t. A ke¤ºe
‖tN‖X ≤
N∑
n=1
‖fn‖X ≤
∞∑
n=1
‖fn‖X , (N = 1, 2, 3, ...),
vyplýva z predpokladu vety a predo²lej Lemmy, ºe t leºí v X. Teda postupnos´
∑ |fn(x)|
konverguje bodovo µ− s.v. a z toho i ∑ fn(x) konverguje bodovo µ− s.v. Poloºme
f =
∞∑
n=1
fn , sN =
N∑
n=1
fn , (N = 1, 2, 3, ...),
kde sN → f µ − s.v. Z toho pre v²etky M platí: sN − sM N→∞−−−→ f − sM µ − s.v. alej
dostávame
lim inf
N→∞
‖sN − sM‖X ≤ lim inf
N→∞
N∑
n=M+1
‖fn‖X =
∞∑
n=M+1
‖fn‖X ,
kde posledný výraz konverguje k nule pre M → ∞ (z predpokladu vety). Z Fatouovho
lemma dostávame, ºe f − sM leºí v X (z £oho platí, ºe aj f leºí v X) a ‖f − sM‖X → 0
pre M →∞. A teda, pre M = 1, 2, 3, ...
‖f ‖X ≤ ‖f − sM‖X + ‖sM‖X ≤ ‖f − sM‖X +
M∑
n=1
‖fn‖X .
Limitným prechodom M do nekone£na dostávame ºiadanú nerovnos´.
Práve dokázaná vlastnos´ (to, ºe absolútna konvergencia noriem funkcií implikuje kon-
vergenciu v X) je £asto nazývaná Riesz-Fischerova vlastnos´. 
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Dôsledok 1.8. Banachov priestor funkcií X = X(ρ) je úplný.
Ekvivalencia Riesz-Fischerovej vlastnosti a úplnosti normovaného lineárneho priestoru je
dokázaná v [4].
2. Asociovaný priestor
Klasická Hölderova nerovnos´ tvrdí, ºe pre v²etky funkcie f ∈ Lp a g ∈ Lq, kde
1 ≤ p ≤ ∞, 1
p
+
1
q
= 1
platí ˆ
R
|fg|dµ ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq .
Nerovnos´ platí v zmysle
‖g‖Lq = sup
{ ˆ
R
|fg|dµ : f ∈ Lp, ‖f‖Lp ≤ 1
}
pre v²etky g ∈ Lq a v²etky p, q spl¬ujúce 1 ≤ p ≤ ∞ a 1
p
+ 1
q
= 1.
V²imnime si, ºe priestor Lq asociovaný s Lp v Hölderovej nerovnosti je popísaný iba
pomocou Lp. Podobne je to aj v Lorentzových a Orliczových priestoroch a podobne sa
zkon²truuje aj pre Banachove priestory funkcií.
Deﬁnícia 2.1. Nech ρ je Banachova norma, potom asociovaná norma ρ′ k norme ρ je
deﬁnovaná naM+ ako
ρ′(g) = sup
{ ˆ
R
fgdµ : f ∈M+, ρ(f) ≤ 1
}
, (g ∈M+).
Veta 2.2. Nech ρ je Banachova norma. Potom jej asociovaná norma ρ′ je tieº Banachova
norma.
Dôkaz. Ak ρ(f) ≤ 1, potom f je kone£ná µ − s.v. z dôkazu Vety 1.5. Preto ak g = 0
µ − s.v., potom ´ fgdµ = 0 pre v²etky f, ρ(f) ≤ 1 a ρ′(g) = 0 z deﬁnície ρ′. Naopak
ak g = 0 µ − s.v., potom ´ fgdµ = 0 pre v²etky f ∈ M+ s ρ(f) ≤ 1. Nech E je
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©ubovo©ná merate©ná podmnoºina R spl¬ujúca 0 < µ(E) < ∞, potom z vlastností (P1)
a (P4) Banachovej normy ρ dostávame 0 < ρ(χE) < ∞. Zvo©me f = χE/ρ(χE), z £oho
ρ(f) = 1. Dostávame
0 =
ˆ
R
fgdµ = ρ(χE)
−1
ˆ
E
gdµ.
Z toho dostávame, ºe g = 0µ−s.v. na E. Ale E bola ©ubovo©ne vybraná mnoºina pozitívnej
kone£nej miery a miera µ je σ-kone£ná, z £oho g = 0 µ − s.v. na R. Zvy²né £asti (P1) a
vlastnos´ (P2) sú ©ahko overite©né, vyplývajú z vlastností Lebesgueovho integrálu.
Pre vlastnos´ (P3) predpokladajme, ºe gn, g ∈ M+, (n = 1, 2, 3, ...) a 0 ≤ gn ↗ g
µ− s.v. Z vlastnosti (P2) normy ρ′ (overenej vy²²ie) dostávame, ºe postupnos´ £ísiel ρ′(gn)
rastie spolu s rastúcim n a ºe ρ′(gn) ≤ ρ′(g) pre v²etky n. Teda ak ρ′(gn) = ∞ pre
aspo¬ jedno n, vlastnos´ (P3) platí. Predpokladajme preto, ºe ρ′(gn) < ∞ pre v²etky n.
Nech A je ©ubovo©né £íslo spl¬ujúce A < ρ′(g). Z deﬁnície asociovanej normy vyplýva,
ºe existuje funkcia f ∈ M+ pre ktorú ρ(f) ≤ 1 a ´ fgdµ > A. Ke¤ºe 0 ≤ fgn ≤ fg
µ− s.v., dostávame pouºitím Leviho vety o monotónnej konvergencií ([2], Veta 18.25.), ºe´
fgndµ ↗
´
fg. Takºe existuje N ∈ N tak, ºe pre v²etky n ≥ N platí ´ fgndµ > A.
Potom ale z deﬁnície asociovanej normy máme ρ′(gn) > A pre v²etky n ≥ N , £o dokazuje
poºadovanú vlastnos´ ρ′(gn)↗ ρ′(g).
Ak je µ(E) <∞, potom vlastnos´ (P5) normy ρ nám zaru£uje existenciu kon²tanty CE
pre ktorú platí
ˆ
R
χEfdµ ≤ CEρ(f), (f ∈M+).
Spolu s deﬁníciou asociovanej normy teda dostávame ρ′(χE) ≤ CE < ∞, £ím sme overili
(P4) pre ρ′.
Opä´ majme E, µ(E) < ∞ ©ubovo©nú merate©nú podmnoºinu R. Pre E s µ(E) = 0
vlastnos´ (P5) platí. Ostáva nám teda, ºe µ(E) > 0. V tomto prípade dostávame z
vlastností normy ρ (P1) a (P5) kon²tantu C ′E = ρ(χE) a platí 0 < C
′
E < ∞. Funkcia
f = χE/ρ(χE) má normu ρ(f) = 1, z £oho spolu s deﬁníciou asociovanej normy dostávame
ˆ
E
gdµ = C ′E
ˆ
R
fgdµ ≤ C ′Eρ′(g),
z £oho dostávame platnos´ (P5) pre ρ′. 
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Deﬁnícia 2.3. Nech ρ je Banachova norma a X = X(ρ) Banachov priestor funkcií ur£ený
ρ. ρ′ nech je jej asociovaná norma. Banachov priestor funkcií X = X(ρ′) ur£ený ρ′ nazý-
vame asociovaným priestorom k priestoru X a zna£íme X ′.
Z deﬁnície Banachovho priestoru funkcií a deﬁnície asociovanej normy plynie, ºe norma
funkcie g v asociovanom priestore X ′ je daná
‖g‖X′ = sup
{ ˆ
R
|fg|dµ : f ∈ X, ‖f‖X ≤ 1
}
.
Veta 2.4. (Hölderova nerovnos´). Nech X je Banachov priestor funkcií a X ′ jeho asocio-
vaný priestor. Ak f ∈ X a g ∈ X ′, potom fg je integrovate©ná a platí
ˆ
R
|fg|dµ ≤ ‖f‖X‖g‖X′ .
Dôkaz. Ak je ‖f‖X = 0, potom f = 0 µ − s.v. a obidve strany nerovnosti sú nulové. Ak
‖f‖X > 0, potom funkcia f/‖f‖X má normu 1 a teda máme
ˆ
R
∣∣∣ ( f‖f‖X
)
g
∣∣∣dµ ≤ ‖g‖X′ .
Po vynásobení oboch strán ‖f‖X dostávame poºadovanú nerovnos´. 
Veta 2.5. Nech p a q spl¬ujú
1 ≤ p ≤ ∞, 1
p
+
1
q
= 1,
potom Lq je asociovaným priestorom k priestoru Lp.
Dôkaz. Tvrdenie je zrejmým následkom deﬁnície asociovanej Lp normy a asociovaného
priestoru. 
Lorentzova-Luxemburgova veta dokázaná v ([1], Th. 2.7.) ukazuje jednozna£nos´ aso-
ciovaného priestoru, v zmysle (X ′)′ = X a ‖f‖X = ‖f‖X′′ . Znamená to, ºe f leºí v X
práve vtedy, ke¤ leºí aj v X ′′. Teda pre Banachove priestory funkcií X a Y platí X ′ = Y
práve vtedy, ke¤ Y ′ = X.
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Dôsledok 2.6. Nech X a Y sú Banachove priestory funkcií. Ak platí: X ⊂ Y ′ a zárove¬
Y ⊂ X ′, potom X a Y sú navzájom asociované.
3. Absolútna spojitos´ normy
V tejto £asti zavedieme pojem absolútnej spojitosti Banachovej normy pre funkciu f ∈
X(ρ) a uvedieme nieko©ko základných vlastností takýchto funkcií.
Budeme pouºíva´ {En}∞n=1 na ozna£enie ©ubovo©nej postupnosti µ−merate©ných podm-
noºín R. Budeme písa´ En → ∅ µ − s.v., ak charakteristické funkcie χEn konvergujú k
nule bodovo µ− s.v.; ak je naviac {En}∞n=1 klesajúca, budeme písa´ En ↘ ∅ µ− s.v. Platí,
ºe En → ∅ µ− s.v. práve vtedy, ke¤
lim sup
n→∞
En =
∞⋂
m=1
∞⋃
n=m
En
je µ-merate©ná mnoºina miery 0. Z toho, En → ∅ µ − s.v. práve vtedy, ke¤ postupnos´
{En} konverguje k mnoºine miery 0. Nevyºadujeme v²ak, aby mnoºiny En boli kone£nej
miery.
Deﬁnícia 3.1. Funkcia f v Banachovom priestore funkcií X má absolútne spojitú normu
v X ak ‖fχEn‖X → 0 pre kaºdú postupnos´ {En}∞n=1 spl¬ujúcu: En → ∅ µ−s.v. Mnoºinu
funkcií z X, ktoré majú absolútne spojitú normu budeme zna£i´ Xa. Ak Xa = X, potom
hovoríme, ºe X má absolútne spojitú normu.
V nasledujúcej vete ukáºeme, ºe v predchádzajúcej deﬁnícii sa sta£ilo obmedzi´ na kle-
sajúce postupnosti {En}.
Veta 3.2. Funkcia f v Banachovom priestore funkcií X má absolútne spojitú normu práve
vtedy, ke¤ ‖fχEn‖X ↘ 0 pre kaºdú postupnos´ {En}∞n=1 spl¬ujúcu: En ↘ ∅ µ− s.v.
Dôkaz. Nutnos´ podmienky je zrejmá. Pre dostato£nos´ predpokladajme, ºe f spl¬uje
uvedenú vlastnos´ pre klesajúce postupnosti a {Fn}∞n=1 bu¤ ©ubovolná postupnos´ pre ktorú
Fn → ∅ µ − s.v. Potom postupnos´ En =
⋃
m≥n Fm , (n = 1, 2, 3, ...), je klesajúca a má
rovnaké lim sup ako {Fn} a to mnoºinu nulovej miery. Z predpokladu teda ‖fχEn‖X ↘ 0.
Ke¤ºe pre v²etky n platí Fn ⊂ En platí aj, ºe ‖fχFn‖ ↘ 0 a teda f má absolútne spojitú
normu. 
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Uvedieme niektoré základné ale dôleºité vlastnosti funkcií s absolútne spojitou normou
(Veta 3.4. a Veta 3.5.), dokázané v ([1] Th. 3.5. a Th. 3.6.), v ktorých sa vyuºíva nasle-
dujúce lemma.
Lemma 3.3. Nech f ∈ X má absolútne spojitú normu, potom pre v²etky ε > 0 existuje
δ > 0 tak, ºe ak µ(E) < δ potom ‖fχE‖X < ε.
Dôkaz. Dokáºme sporom. Nech existuje ε > 0 a merate©né mnoºiny En, (n = 1, 2, 3, ...),
spl¬ujúce:
µ(En) < 2
−n, ‖fχEn‖ ≥ ε.
Potom odhad
µ
( ∞⋃
n=m
En
)
≤
∞∑
n=m
µ(En) < 2
−m+1 , (m = 1, 2, 3, ...)
ukazuje, ºe En → ∅ µ − s.v., ale ‖fχEn‖ 6→ 0 £o vedie k sporu s absolútnou spojitos´ou
normy funkcie f . 
Veta 3.4. Funkcia f v Banachovom priestore funkcií X má absolútne spojitú normu práve
vtedy, ke¤ ‖fn‖X ↘ 0 pre kaºdú postupnos´ {fn}∞n=1 µ-merate©ných funkcií spl¬ujúcich:
|f | ≥ fn ↘ 0 µ− s.v.
Veta 3.5. Funkcia f v Banachovom priestore funkcií X má absolútne spojitú normu práve
vtedy, ke¤ ‖fn−g‖X → 0 pre ©ubovo©né g, fn (n = 1, 2, 3, ...) µ-merate©né funkcie, spl¬ujúce:
|fn| ≤ |f | pre v²etky n a fn → g µ− s.v.
Z Vety 1.5. vieme, ºe kaºdý Banachov priestor funkcií X obsahuje jednoduché funkcie.
Uvaºujme podpriestor, ktorý vznikne uzavretím jednoduchých funkcií v X a jeho súvislosti
s podpriestorom Xa, funkcií s absolútne spojitou normou.
Deﬁnícia 3.6. Nech X je Banachov priestor funkcií. Uzáver jednoduchých funkcií v X
ozna£me Xb.
Veta 3.7. Podpriestor Xb je uzáver mnoºiny obmedzených funkcií s nosi£mi kone£nej miery
v X.
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Dôkaz. Sta£í nám overi´, ºe kaºdá obmedzená funkcia s nosi£om kone£nej miery leºí v Xb.
Predpokladajme teda, ºe f je obmedzená a jej nosi£ E = {x : f(x) 6= 0} je kone£nej miery.
Ak je f ≥ 0, potom nieje obtiaºne zostroji´ postupnos´ nezáporných jednoduchých funkcií
fn, (n = 1, 2, 3, ...), s nosi£om na E, ktoré rovnomerne konvergujú k f . Potom ale
‖fn − f‖X = ‖(fn − f)χE‖X ≤ ‖fn − f‖L∞‖χE‖X ,
kde sa posledný £len blíºi k nule pre n→∞, ke¤ºe miera E je kone£ná, z £oho ‖χE‖X <
∞. Pre obecnú funkciu f pouºijeme práve dokázané zvlá²´ pre f+ a f−, kde f+(x) =
max{f(x), 0} a f−(x) = max{−f(x), 0}, teda f+ aj f− sú nezáporné a f = f+ − f−. 
Veta 3.8. Podpriestor funkcií s absolútne spojitou normou leºí v Xb.
Dôkaz. Majme funkciu f ∈ Xa a nech (Rn)∞n=1 je rastúca postupnos´ mnoºín kone£nej
miery tak, ºe
⋃∞
n=1Rn = R. Deﬁnujme postupnos´ funkcií
fn(x) = sgn
(
f(x)
) ·min{|f(x)|, nχRn(x)}, (n = 1, 2, 3, ...).
Potom z predo²lej vety dostávame, ºe v²etky tieto funkcie leºia v Xb. A ke¤ºe |fn| ≤ |f |
a fn → f µ− s.v., môºme pouºi´ Vetu 3.5., z ktorej dostávame fn → f v X. Priestor Xb
je uzavretý, a teda f ∈ Xb a Xa ⊂ Xb. 
Veta 3.9. Podpriestory Xa a Xb sa zhodujú práve vtedy, ke¤ pre kaºdú mnoºinu E kone£nej
miery má jej charakteristická funkcia χE absolútne spojitú normu.
Dôkaz. Nutnos´ je zrejmá, ke¤ºe χE leºí v Xb pre kaºdú mnoºinu E kone£nej miery.
Obrátene, nech kaºdá χE s µ(E) < ∞ má absolútne spojitú normu, z £oho aj kaºdá
jednoduchá funkcia má absolútne spojitú normu. A ke¤ºe Xa je uzavretý podpriestor,
platí Xb ⊂ Xa. Opa£ná inklúzia je dokázaná v predo²lej vete, teda Xa = Xb. 
4. Absolútna spojitos´ normy v Lp priestoroch
Veta 4.1. Pre 1 ≤ p <∞ majú Lebesgueove priestory Lp(R, µ) absolútne spojitú normu.
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Dôkaz vyplýva z Lebesgueovej vety ([2], Veta 18.26.) a Vety 3.2.
Pre L∞ to ale neplatí. Pre tieto priestory záleºí na vlastnostiach miery µ. Napríklad
pre mieru bez atómov, teda mieru pre ktorú µ(x) = 0 pre kaºdé x ∈ R platí, ºe funkcie s
absolútne spojitou normou sú práve funkcie nulové µ-skoro v²ade.
Veta 4.2. Nech X = L∞(R, µ) je Banachov priestor funkcií a µ je neatomická miera.
Potom f ∈ L∞a práve vtedy, ke¤ f = 0 µ− s.v. na R.
Dôkaz. To, ºe f = 0 µ − s.v. implikuje f ∈ L∞a , je zrejmé. Opa£nú implikáciu dokáºme
sporom. Nech neplatí, ºe f je nulová skoro v²ade, potom 0 < ess supR(|f |) = A < ∞
(z kone£nosti µ − s.v. funkcie f je A < ∞). Ke¤ºe µ je neatomická, existuje neprázdna
mnoºina E1, 0 < µ(E1) <∞ tak, ºe f(x) ≥ A2 pre v²etky x ∈ E1. Z tejto mnoºiny induk-
ciou vytvoríme postupnos´ mnoºín {Em}∞m=1: Em+1 ⊂ Em a µ(Em+1) = µ(Em)2 , existenciu
takejto postupnosti zaru£uje predpoklad, ºe µ je neatomická. Potom existuje m0 ∈ N, ºe
pre v²etky m > m0 platí: µ(Em) < 2−m. Z toho Em → ∅ µ − s.v., ale pre v²etky m je
‖fχEm‖L∞ ≥ A/2 a f /∈ L∞a . 
Dôsledok 4.3. Nech 1 ≤ p < ∞ potom pre Lebesgueove priestory Lp dostávame z Vety
3.9., ºe Lpa = L
p
b = L
p. Ak je µ neatomická miera, potom L∞a $ L∞b .
Základnou atomickou mierou je Diracova miera δ v bode d, teda pre kaºdú mnoºinu A
leºiacu v σ−algebre v²etkých podmnoºín R:
δd(A) =

1 ak d ∈ A
0 ak d /∈ A
Diracova miera je príkladom £isto atomickej miery, teda miery, kde kaºdá mnoºina kladnej
miery obsahuje aspo¬ jeden atóm.
Veta 4.4. Priestor L∞(R, δd) má absolútne spojitú normu.
Dôkaz. L∞(R, δd) ⊂ L∞a (R, δd):
Je dôleºité si uvedomi´, ºe v priestore s Diracovou mierou Em → ∅ µ− s.v. práve vtedy,
ke¤ d leºí v kone£nom po£te mnoºín Em.
Nech f ∈ L∞(R, δd) teda ‖f‖L∞ <∞. Potom
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‖f‖L∞ = ess sup(|f |) = inf{c > 0; δd[|f | > c] = 0} =
= inf{c > 0; d /∈ [|f | > c]} = inf{c > 0; |f(d)| ≤ c} = |f(d)| <∞ .
Z toho
‖fχEm‖L∞ = ess sup(|fχEm|) = inf{c > 0; d /∈ [|fχEm| > c]}
a ke¤ºe d leºí v kone£nom po£te mnoºín Em, je ‖fχEm‖ rovné nule pre v²etky m vä£²ie
ako nejaké M . 
Podobným spôsobom môºeme odvodi´ absolútnu spojitos´ L∞ priestorov s Diracovou
mierou v kone£nom po£te bodov. To, ºe charakteristické funkcie konvergujú bodovo k nule
vlastne znamená, ºe mnoºiny {Em} odídu mimo v²etky atómy.
Veta 4.5. Nech (R, µ) je merate©ný priestor a µ je Diracova miera v kone£nom po£te bodov
{dn}sn=1. Potom L∞(R, µ) má absolútne spojitú normu.
Dôkaz. To, ºe postupnos´ mnoºín {Em}∞m=1 spl¬uje Em → ∅ µ − s.v. znamená, ºe kaºdý
atóm leºí v kone£nom po£te mnoºín Em. Preto existuje M ∈ N tak, ºe pre v²etky m > M
platí: {dn}sn=1 /∈ Em. Z toho dostávame pre ©ubovo©nú funkciu f ∈ L∞:
‖fχEm‖L∞ = ess sup(|fχEm|) = inf{c > 0 : ∀n ∈ N, |f(dn)χEm(dn)| ≤ c}
a to je rovné nule pre v²etky m > M a teda ‖fχEm‖L∞ m→∞−−−→ 0. 
Dôsledok 4.6. Nech µ je £isto atomická miera s kone£ným po£tom atómov. Potom priestor
L∞(R, µ) má absolútne spojitú normu.
Pre £isto atomickú mieru µ s nekone£ným po£tom atómov, kde kaºdý atóm má rov-
nakú mieru δ > 0, je situácia analogická priestoru l∞, priestoru obmedzených postupností.
Po£ítacia miera µ v l∞ priradzuje kaºdému prirodzenému £íslu mieru 1 a kaºdá mnoºina
má mieru rovnú po£tu prirodzených £ísiel ktoré obsahuje.
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Veta 4.7. V priestore obmedzených postupností l∞ majú absolútne spojitú normu práve
postupnosti leºiace v c0, priestore postupností konvergujúcich do nuly v nekone£ne.
Dôkaz. 1)l∞a ⊂ c0:
Majme x = {xn}∞n=1 ∈ l∞a , teda ‖x‖l∞ = sup{|xn|}∞n=1 < ∞ a ‖xχEm‖l∞ → 0 pre kaºdú
postupnos´ {Em}∞m=1 spl¬ujúcu Em → ∅ µ − s.v. , tj. pre ktorú χEm m→∞−−−→ 0 bodovo
µ− s.v., £o znamená, ºe
∀n ∈ N ∃M ∈ N : ∀m > M, n /∈ Em ,
teda kaºdé n leºí v kone£nom po£te mnoºín Em.
Pre spor predpokladajme, ºe x /∈ c0, teda existuje ε > 0, ºe pre v²etky n ∈ N existuje
n′ > n také, ºe xn′ > ε. Vo©me postupnos´ mnoºín Em = [m,∞), pre ktoré platí Em → ∅
µ− s.v. (n-tú zloºku postupnosti |xχEm| ozna£me |xχEm|n). Potom
‖xχEm‖l∞ = sup
n∈N
{|xχEm|n} = sup
n∈Em
{|xn|}.
Posledný výraz ale nejde k nule pre m → ∞, pretoºe pre kaºdé n,m ∈ N môºeme nájs´
M > max{n,m} tak, ºe xM > ε, z £oho x /∈ l∞a .
2)c0 ⊂ l∞a :
Opä´ zvo©me ©ubovo©né x = {xn}∞n=1 ∈ c0, teda
∀ε > 0 ∃n′ ∈ N : ∀n ≥ n′ je xn < ε.
A ©ubovo©nú postupnos´ mnoºín {Em}∞m=1 spl¬ujúcu: Em → ∅ µ − s.v. Potom existuje
M ∈ N tak, ºe ∀n ∈ N : n < n′ a ∀m > M je n /∈ Em. A z toho
‖xχEm‖l∞ = sup
n∈N
{|xχEm|n} = sup
n∈Em
{|xn|} < ε
pre m > M . ε sme volili na za£iatku ©ubovo©ne, preto ‖xχEm‖l∞ m→∞−−−→ 0. 
Nasledujúca veta ukazuje obdobný výsledok aj pre £isto atomickú mieru µ, ktorá nepri-
radzuje kaºdému atómu rovnakú mieru.
Veta 4.8. Nech (R, µ) je merate©ný priestor a µ je £isto atomická miera s nekone£ným
po£tom atómov {bn}∞n=1 a pre v²etky n ∈ N je µ(bn) > 0. Potom f ∈ L∞a (R, µ) práve vtedy,
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ke¤ f(bn)
n→∞−−−→ 0.
Dôkaz. Nech f ∈ L∞(R, µ) spl¬uje f(bn) n→∞−−−→ 0. Potom pre kaºdé ε > 0 existuje n′ ∈ N
tak, ºe pre v²etky n > n′ je f(bn) < ε. Majme ©ubovo©nú postupnos´ mnoºín {Em}∞m=1
spl¬ujúcu: Em → ∅ µ− s.v. To zaru£uje existenciu M ∈ N tak, ºe pre ∀n < n′ a ∀m > M
je bn /∈ Em. Potom
‖fχEm‖L∞ = inf{c > 0 : µ[|fχEm| > c] = 0} =
= inf{c > 0 : ∀n ∈ N, |f(bn)χEm(bn)| ≤ c}
a to je men²ie ako ε pre v²etky m > M . ε sme volili na za£iatku ©ubovo©ne, teda
‖fχEm‖L∞ m→∞−−−→ 0 a f ∈ L∞. Ak by funkcia f ∈ L∞a nespl¬ovala f(bn) n→∞−−−→ 0, ukáºeme,
ºe f /∈ L∞a . Pre takúto funkciu nájdeme ε > 0, spl¬ujúce:
∀n ∈ N ∃n′ > n : |f(bn′)| ≥ ε.
Podobne ako v predo²lom príklade, za mnoºiny {Em}∞m=1 vo©me Em = {bn}∞n=m. Potom
‖fχEm‖L∞ = inf{c > 0 : ∀n ∈ N, |f(bn)χEm(bn)| ≤ c} ≥ |f(bn′)| ≥ ε
pre v²etky m ∈ N a teda f /∈ L∞a . 
Veta 4.9. Banachov priestor funkcií L∞(R, µ) má absolútne spojitú normu práve vtedy,
ke¤ µ je £isto atomická miera s kone£ným po£tom atómov.
Dôkaz. Ak by µ nebola £isto atomická, existovala by mnoºina kladnej miery, ktorá by
neobsahovala atóm a funkcie nenulové na tejto mnoºine by nemali absolútne spojitú normu
z Vety 4.2. Z predo²lej vety máme nutnos´ kone£ného po£tu atómov. Opa£ná inplikácia
plynie z Dôsledku 4.6. 
5. Príklady Banachových priestorov na (R, λ)
Na priestore reálnych funkcií jednej reálnej premennej s Lebesgueovou mierou je ve©a
moºností, ako zkon²truova´ Banachovu normu a príslu²ný Banachov priestor funkcií. V
tejto kapitole uvedieme nieko©ko takýchto noriem, k nim príslu²né Banachove priestory
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funkcií a ukáºeme, ktoré funkcie tvoria podpriestory Xa, Xb a asociovaný priestor X ′.
Príklad 5.1. Nech (R+, λ) je nekone£ný interval reálnych £ísiel (0,∞) s Lebesgueovou
mierou λ. Pre f ∈M+0 deﬁnujme ρ(f) nasledovne:
ρ(f) =
1ˆ
0
f(x)dλ+ ess sup1≤x<∞ f(x).
Ukáºme, ºe ρ je dobre deﬁnovaná Banachova norma a teda ur£uje Banachov priestor
funkcií:
Ke¤ºe f je nezáporná funkcia, je
1´
0
f(x)dλ ≥ 0, a tieº ess sup1≤x<∞ f(x) ≥ 0 a teda aj
ρ(f) ≥ 0 pre v²etky f ∈M+0 .
(P1): ak ρ(f) = 0 potom musí kaºdý s£ítanec by´ nulový (f je nezáporná). Teda
ak
1´
0
f(x)dλ = 0, potom f = 0 λ− s.v. na (0, 1]. Takisto ak ess sup1≤x<∞ f(x) = 0, potom
f = 0 λ − s.v. na [1,∞), teda f = 0 λ − s.v. na celom intervale (0,∞). Naopak, nech
f = 0 λ− s.v. na (0,∞), potom integrál aj esenciálne supremum sú rovné nule a ρ(f) = 0.
alej, pre α ≥ 0
ρ(αf) =
1´
0
αf(x)dλ+ ess sup1≤x<∞ αf(x) =
= α
1´
0
f(x)dλ+ α ess sup1≤x<∞ f(x) = αρ(f).
A trojuholníková nerovnos´:
ρ(f + g) =
1´
0
(f + g)dλ+ ess sup1≤x<∞
(
f(x) + g(x)
)
=
=
1´
0
fdλ+
1´
0
gdλ+ ess sup1≤x<∞ f(x) + ess sup1≤x<∞ g(x) =
= ρ(f) + ρ(g).
(P2): 0 ≤ g ≤ f λ−s.v., potom
1´
0
gdλ ≤
1´
0
fdλ a ess sup1≤x<∞ g(x) ≤ ess sup1≤x<∞ f(x),
a z toho ρ(g) ≤ ρ(f).
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(P3): Podobne ako v (P1) a (P2), ρ(fn) a ρ(f) rozdelíme na s£ítance a poºadovanú
vlastnos´, konvergenciu, dokáºeme pre kaºdú £as´ zvlá²´, z £oho uº plynie konvergencia
ρ(fn)↗ ρ(f).
(P4): nech λ(E) <∞, potom ρ(χE) =
1´
0
χEdλ+ ess sup1≤x<∞ χE(x) ≤ 1 + 1 <∞.
(P5): nech λ(E) <∞, ozna£me A = E ∩ (0, 1] a B = E \(0, 1], potom
´
E
fdλ =
´
A
fdλ+
´
B
fdλ ≤
1´
0
fdλ+ λ(B) ess sup1≤x<∞ f(x)
≤ CEρ(f),
kde CE = max{1, λ(B)}.
Priestor funkcií X = X(ρ), pre ktoré je ρ(f) <∞ je Banachov priestor funkcií.
Funkcie z X s absolútne spojitou normou sú funkcie, pre ktoré
1´
0
f(x)χEm(x)dλ +
ess sup f(x)χEm(x)→ 0 pre v²etky Em → ∅λ− s.v. Teda
1ˆ
0
f(x)χEm(x)dλ → 0 a ess sup1≤x<∞ f(x)χEm(x)→ 0.
Pre f ∈ Xa dostávame pouºitím Vety 4.2., ºe f je nulová skoro v²ade na [1,∞). A ak je
f nulová skoro v²ade na [1,∞] dostávame z Vety 4.2. absolútnu spojitos´ normy f . Takºe
f ∈ X má absolútne spojitú normu práve ke¤ f = 0 λ− s.v. na [1,∞).
Z Vety 3.8. vieme, ºe Xa ⊂ Xb, preto sta£í nájs´ L∞b na intervale [1,∞). Ukáºme, ºe
L∞b na [1,∞) sú práve funkcie konvergujúce do nuly v nekone£ne:
Nech f(x) x→∞−−−→ 0 λ−s.v., teda pre v²etky ε > 0 existujeM ∈ N tak, ºe ess supM≤x<∞ |f(x)| <
ε. Vzh©adom k Vete 3.7. potrebujeme nájs´ obmedzené funkcie gn deﬁnované na [1,∞),
spl¬ujúce: λ(spt(gn)) < ∞ a ‖f − gn‖L∞ n→∞−−−→ 0. gn deﬁnujme takto: gn = fχ[1,n],
(n = 1, 2, 3, ...). Pre v²etky n = 1, 2, 3, ... sú gn obmedzené λ − s.v.(z obmedzenosti f
λ − s.v.) a majú nosi£ kone£nej miery, teda v²etky leºia v Xb. Vo©me ε > 0 ©ubovo©ne,
potom
ess sup1≤x<∞ |(f − gn)(x)| = ess supn≤x<∞ |f(x)|
a to je men²ie ako ε pre v²etky n > M , kde ε sme volili na za£iatku ©ubovolne, z toho
‖f − gn‖L∞ n→∞−−−→ 0.
Ukáºme, ºe ak f ∈ L∞b potom f(x) konverguje do nuly λ − s.v. pre x → ∞. Pre spor
predpokladajme f ∈ L∞b a f nekonverguje do nuly v nekone£ne; teda existuje ε > 0 tak, ºe
pre v²etkym ∈ N je ess supm≤x<∞ |f(x)| ≥ ε a existujú gn ∈ Xb tak, ºe ‖f−gn‖L∞ n→∞−−−→ 0.
Z obmedzenosti nosi£ov funkcií gn existuje mn ∈ N tak, ºe (spt gn) ∩ [mn,∞) = 0. Potom
ale
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‖f − gn‖L∞ = ess sup1≤x<∞ |(f − gn)(x)| ≥
≥ ess supmn≤x<∞ |f(x)| > ε.
a ‖f − gn‖L∞ > ε pre v²etky n ∈ N. Z toho f ∈ Xb práve vtedy, ke¤ f(x) x→∞−−−→ 0.
Ukáºme, ºe asociovaný priestor X ′ sú práve funkcie leºiace v Banachovom priestore
funkcií
Y = {f ∈M+0 : ρY (f) <∞}
s normou
ρY (f) = ess sup0<x≤1 f(x) +
∞ˆ
1
fdλ.
Vzh©adom k Dôsledku 2.6. Lorentzovej-Luxemburgovej vety sta£í, ak X ⊂ Y ′ a zárove¬
Y ⊂ X ′.
Nech f ∈ X, teda
1´
0
fdλ <∞ a ess sup1≤x<∞ f(x) <∞. Potom
ρ′Y (f) = sup{
´
R
fgdλ : ‖g‖Y ≤ 1} = sup{
1´
0
fgdλ+
∞´
1
fgdλ : ‖g‖Y ≤ 1} ≤
≤
1´
0
fdλ+ ess sup1≤x<∞ f(x) <∞
a f ∈ Y ′.
A pre f ∈ Y, tj. ess sup0<x≤1 f(x) <∞ a
∞´
1
fdλ <∞ platí
ρ′(f) = sup{´
R
fgdλ : ‖g‖X ≤ 1} = sup{
1´
0
fgdλ+
∞´
1
fgdλ : ‖g‖X ≤ 1} ≤
≤ ess sup0<x≤1 f(x) +
∞´
1
fdλ <∞
a f ∈ X ′.
Príklad 5.2. Nech (R, λ) je priestor reálnych £ísiel s Lebesgueovou mierou λ. ρ(f) pre
funkcie f ∈M+0 deﬁnujme takto:
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ρ(f) = max{
∞ˆ
−∞
f(x)dλ, ess sup−∞<x<∞ f(x)}.
Opä´ ukáºme, ºe ρ je dobre deﬁnovaná Banachova norma:
Pre f ∈ M+0 , teda nezápornú funkciu je kaºdý £len {
∞´
−∞
f(x)dλ, ess sup−∞<x<∞ f(x)}
vä£²í alebo rovný nule, preto aj ρ je nezáporné zobrazenie.
(P1): ak ρ(f) = 0 potom aj ess sup−∞<x<∞ f(x) = 0 a f = 0 λ − s.v. Ak f = 0
λ − s.v., potom aj integrál aj esenciálne supremum sú nulové, teda ρ(f) = 0. Pre α ≥ 0
je
∞´
−∞
αf(x)dλ = α
∞´
−∞
f(x)dλ a ess sup−∞<x<∞ αf(x) = α ess sup−∞<x<∞ f(x), teda táto
vlastnos´ platí aj pre maximum. Trojuholníková nerovnos´ a vlastnosti (P2) a (P3) platia
tieº pre kaºdý £len zvlá²´, preto aj pre maximum.
(P4): nech λ(E) <∞, potom
ρ(χE) = max{
∞´
−∞
χEdλ, ess sup−∞<x<∞ χE(x)} ≤
≤ max{λ(E), 1} <∞.
(P5): nech λ(E) <∞ teda ´
E
fdλ ≤
∞´
−∞
fdλ ≤ max{
∞´
−∞
fdλ, ess sup−∞<x<∞ f(x)}, teda
CE = 1.
ρ je teda Banachova norma z £oho vyplýva, ºe L1 ∩ L∞ je Banachov priestor funkcií.
Jeho absolútne spojitú £as´ tvoria iba funkcie nulové λ−s.v., pretoºe Lebesgueova miera je
neatomická a aby prem→∞ platilo ess sup−∞<x<∞ f(x)χEm(x)→ 0 pre kaºdú postupnos´
Em → ∅ λ− s.v., musí by´ funkcia nulová λ− s.v. (Veta 4.2.).
Podobne ako v predo²lom príklade, Xb sú funkcie z X, pre ktoré f(x)
x→∞−−−→ 0 a
f(x)
x→−∞−−−−→ 0.
Príklad 5.3. Nech (R, λ) je priestor reálnych £ísiel s Lebesgueovou mierou λ. ρ(f) pre
funkcie f ∈M+0 deﬁnujme takto:
ρ(f) = sup
|E|=1
ˆ
E
f(x)dλ,
kde supremum po£ítame zo v²etkých mnoºín miery 1.
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ρ je Banachova norma:
Pre nezápornú funkciu f je i
´
E
fdλ nezáporný, a teda aj supremum zo v²etkých mnoºín
E miery 1.
(P1): Ak sup|E|=1
´
E
fdλ = 0 potom
´
E
fdλ = 0 pre v²etky mnoºiny miery 1, z £oho f = 0
λ− s.v. na celom R. Nech f = 0 λ− s.v. na R potom ´
E
fdλ = 0 pre v²etky mnoºiny miery
1 a teda i supremum cez v²etky takéto mnoºiny je rovné nule. Takisto aj pre zvy²né £asti
(P1), ako aj pre (P2) a (P3), dané vlastnosti platia pre kaºdú mnoºinu miery 1, a teda aj
pre supremum zo v²etkých takýchto mnoºín.
(P4): ak λ(A) <∞, potom sup|E|=1
´
E
χAdλ = min{1, λ(A)} <∞.
(P5): Nech λ(A) <∞, potom bu¤ λ(A) ≤ 1, a vtedy ´
A
fdλ ≤ ρ(f), alebo λ(A) > 1. V
druhom prípade platí
´
A
fdλ ≤ λ(A) sup|E|=1
´
E
fdλ ≤ λ(A)ρ(f). Teda CE = max{1, λ(A)}.
Dokázali sme, ºe ρ je Banachova norma. Teda platí, ºe X = X(ρ), priestor funkcií s
kone£nou normou ρ je Banachov priestor funkcií.
Ukáºme, ºe Xa = X. Vzh©adom k Vete 3.2. sta£í ukáza´, ºe ‖fχEn‖X ↘ 0 pre kaºdú
postupnos´ {En}∞n=1 spl¬ujúcu En ↘ ∅ µ − s.v. Zvo©me ©ubovo©ne takúto postupnos´
{En}∞n=1, potom existuje M ∈ N a mnoºina F , µ(F ) = 1 tak, ºe pre v²etky n > M platí
En ⊂ F . Pre tieto n po£ítajme
‖fχEn‖X = sup
|E|=1
ˆ
E
f(x)χEn(x)dλ =
ˆ
F
f(x)χEn(x)dλ = ‖fχEn‖L1F .
Ale na priestore L1F , v ktorom leºia v²etky funkcie f ∈ X, majú absolútne spojitú normu
v²etky funkcie z L1F , teda Xa = X. Pouºitím Vety 3.8. máme Xa ⊂ Xb teda Xa = Xb = X.
Asociovaný priestor k preistoru X je práve priestor L1 ∩ L∞ z predo²lého Prikladu 5.2.,
a to
Y = {g : g ∈M+0 ,max{‖g‖L1 , ‖g‖L∞} <∞}.
Vzh©adom k Dodatku 2.6. Lorentzovej-Luxemburgovej vety sta£í ukáza´, ºe Y ′ ⊂ X a
zárove¬ X ′ ⊂ Y : Nech g ∈ Y ′, teda
‖g‖Y ′ = sup{
ˆ
R
fgdλ : f ∈M+,max ‖f‖L1 , ‖f‖L∞} ≤ 1} <∞.
Vidno, ºe pre kaºdú charakteristickú funkciu mnoºiny E miery 1 platímax{‖χE‖L1 , ‖χE‖L∞} =
1.
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Z toho pre v²etky mnoºiny E miery 1:ˆ
E
g =
ˆ
R
gχE ≤ sup{
ˆ
R
gfdλ : f ∈M+,max ‖f‖L1 , ‖f‖L∞} ≤ 1} = ‖g‖Y ′ ,
a teda i supremum zo v²etkých mnoºín miery jedna je men²ie alebo rovné ako ‖g‖Y ′ <∞
a g ∈ X.
Opa£ne, nech f ∈ X ′, tj.
‖f‖X′ = sup{
ˆ
R
fgdλ : g ∈M+, sup
|E|=1
ˆ
E
gdλ ≤ 1} <∞.
, a pre spor predpokladajme, ºe f neleºí v Y , teda max{‖f‖L1 , ‖f‖L∞} =∞, £o platí iba
vtedy, ak aspo¬ jeden £len je nekone£ný. Ukáºme, ºe v obidvoch prípadoch dospejeme k
f /∈ X ′. Nech ‖f‖L∞ = ∞, potom pre v²etky n ∈ N existuje mnoºina kladnej kone£nej
miery En tak, ºe f(x) > n λ − s.v. na En. Deﬁnujme postupnos´ funkcií gn = χEn|En| ,
(n = 1, 2, 3, ...) , ktoré leºia vM+ a sup|E|=1
´
E
gndλ ≤ 1. Potom
sup{
ˆ
R
fgdλ : g ∈M+, sup
|E|=1
ˆ
E
gdλ ≤ 1} ≥
ˆ
R
fgn =
ˆ
En
f
|En| ≥ n
pre v²etky n ∈ N, z £oho ‖f‖X′ = ∞ a f /∈ X ′. Pre druhý prípad, ke¤
´
R
fdλ = ∞ sta£í
voli´ g = 1 (g ∈M+a sup|E|=1
´
E
gdλ = 1) . Potom totiº
sup{
ˆ
R
fgdλ : g ∈M+, sup
|E|=1
ˆ
E
gdλ ≤ 1} ≥
ˆ
R
fdλ =∞
teda ‖f‖X′ = ∞ a f /∈ X ′. Dokázali sme, ºe ak f ∈ X ′ a f /∈ Y potom f /∈ X ′, teda
X ′ ⊂ Y , £o spolu s predo²lým dáva asociovanos´ X a Y .
Príklad 5.4. Nech (R, λ) je inerval [0, 1] s Lebesgueovou mierou λ. ρ(f) pre f ∈ M+0
deﬁnujme takto:
ρ(f) = sup
0<h≤1
1
h
hˆ
0
f(x)dλ.
ρ je dobre deﬁnovaná Banachova norma:
Vlastnosti (P1), (P2) a (P3) platia pre kaºdé h ∈ (0, 1] a preto i pre supremum z 0 <
h ≤ 1. Pre vlastnos´ (P4) majme ©ubovo©nú mnoºinu E, λ(E) <∞ (môºme predpoklada´
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E ⊂ [0, 1]), potom ρ(χE) = sup0<h≤1 1h
h´
0
χE = 1. A pre (P5) sta£í zvoli´ CE = 1 (opä´
môºme predpoklada´ E ⊂ [0, 1]):
ˆ
E
f ≤
1ˆ
0
f ≤ sup
0<h≤1
1
h
hˆ
0
f = 1ρ(f).
ρ je dobre deﬁnovaná Banachova norma a X = {f : f ∈ M+0 , ρ(f) < ∞} je Banachov
priestor funkcií.
Nájdime jeho asociovaný priestor. Najprv ukáºme, ºe pre f, g ∈ M+0 a g je klesajúca,
platí:
1ˆ
0
f(x)g(x)dx ≤ ρ(f)
1ˆ
0
g(x)dx.
Ku klesajúcej funkcií g ∈ M+0 dokáºeme nájs´ postupnos´ funkcií gn ↗ g takých, ºe
gn(x) =
1´
x
hn(t)dt, kde hn ∈ M+0 . iadanú nerovnos´ dokáºeme pre takéto funkcie gn a
s pouºitím Leviho vety o monotónnej konvergencií ([2], Veta 18.25.) dostaneme platnos´
nerovnosti aj pre funkciu g. Pouºitím per partes dostávame
1´
0
f(x)gn(x)dx =
1´
0
f(x)
1´
x
hn(t)dtdx =
=
[
x´
0
f(t)dt
1´
x
hn(t)dt
]1
0
−
1´
0
−hn(t)
t´
0
f(x)dxdt =
0 +
1´
0
hn(t)
t´
0
f(x)dxdt =
1´
0
t hn(t)
1
t
t´
0
f(x)dxdt ≤
≤ ρ(f)
1´
0
t hn(t)dt = ρ(f)
1´
0
gn(x)dx .
Posledná rovnos´ platí, pretoºe:
1ˆ
0
gn(x)dx =
1ˆ
0
1ˆ
x
hn(t)dtdx =
[
t
1ˆ
t
hn(x)dx
]1
0
−
1ˆ
0
−t hn(t)dt =
1ˆ
0
t hn(t)dt
tieº s pouºitím per partes. Pre g ∈ M+0 deﬁnujme g˜(x) = ess supx≤y≤1 g(y). Potom g˜ je
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klesajúca a g ≤ g˜ λ− s.v. na [0, 1]. Deﬁnujme
% :M+0 → [0,∞], %(g) =
1ˆ
0
g˜(x)dx.
% je dobre deﬁnovaná Banachova norma:
(P1): ak
1´
0
g˜(x)dx = 0, potom ess supx≤y≤1 g(y) = 0 λ − s.v., a teda aj g = 0 λ − s.v.
Opa£ná implikácia, teda ºe pre g = 0 λ−s.v. je
1´
0
g˜(x)dx = 0 je zrejmá. Zvy²né £asti (P1),
ako aj (P2) a (P3), vyplývajú z vlastností esenciálneho suprema.
(P4): λ(E) <∞, potom
1´
0
χ˜E = 1λ(E) a (P5):
´
E
f ≤ ´
E
f˜ ≤
1´
0
f˜ = %(f) teda CE = 1.
% je Banachova norma a Y = {f : f ∈M+0 , %(f) <∞} je Banachov priestor, asociovaný
k X = {f ∈M+0 , ρ(f) <∞} (dokázané v [5] str. 337-350).
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